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명시적그리고암시적민코우스키합을이용한강체침투깊이계산
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요약

본논문에서는 3차원상의두강체사이의침투깊이 (penetration depth)를명시적으로민코우스키합 (explicit Minkowski sum)
을 생성하는 방법 (PDe)과 암시적으로 민코우스키 합 (implicit Minkowski sum)을 생성 하는 방법 (PDi)을 이용하여 계
산하는 알고리즘을 제안하고 이들의 성능을 비교한다. 3차원 강체들 간의 침투깊이를 구하는데 성능상에 큰 장애가 되는
것이 민코우스키 합의 생성이다. 본 논문의 알고리즘들은 우선 물체의 중심 차 (centroid difference)와 운동 일관성 (motion
coherence)기법을 이용하여 침투깊이를 예측한다. 특히 PDe는 추측된 침투깊이에 부분 민코우스키 합을 명시적으로 생성

혹은 갱신하여 침투깊이를 빠르게 구한다. 반면에 PDi는 민코우스키 합을 명시적으로 생성하기보다는 민코우스키 합에

접하는접평면만을반복적으로생성하여국소적으로최적화된침투깊이를계산한다.본연구의알고리즘들을수천개의삼
각형으로 이루어진 강체를 이용해 실험한 결과 수 밀리초 (millisecond) 이내의 빠른 속도로 침투깊이를 계산할 수 있다는
것을실험적으로보인다.

Abstract

We present penetration depth (PD) computation algorithms using explicit Minkowski sum construction (PDe) and implicit
Minkowski sum construction (PDi). Minkowski sum construction is the most time consuming part in fast PD computation.
In order to address this issue, we find a candidate solution using a centroid difference and motion coherence. Then, PDe con-
structs or updates partial Minkowski sum around the candidate solution. In contrast, PDi constructs only a tangent plane to
the Minkowski sums iteratively. In practice, our algorithms can compute PD for complicated models consisting of thousands of
triangles in a few milli-seconds. We also discuss the benefits of using different construction of Minkowski sums in the context of
PD.

키워드: 침투깊이,민코우스키합,충돌검사
Keywords: penetration depth, Minkowski sum, collision detection

1. 서론

두 물체 사이의 거리를 계산하는 문제는 컴퓨터 그래픽스, 기하
모델링,가상현실,로보틱스,햅틱등다양한분야에서중요한문

제로 인식되고 있다. 특히 겹쳐진 두 물체 사이의 거리 측정법
중 가장 널리 사용되는 방법은 침투깊이 (penetration depth, PD)
이다. 침투깊이는 겹쳐진 두 물체를 분리하는 최소 거리로 정의
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(a) Penetration depth (b) Minkowski sums

Figure 1: Penetration depth and Minkowski sum. (a) The red arrow
represents penetration depth between A (blue) and B (green). (b)
The penetration depth is the minimum distance from the origin o
(the black circle) to the boundary of the Minkowski sum (orange).

된다. 3차원에서주어진두강체A, B에대하여두물체가겹쳐져
있을때침투깊이는아래식과같이나타낼수있다 [1].

PD(A,B) = {min �q�|A ∩ interior(B + q) = ∅,q ∈ R3} (1)

Fig. 1(a)는침투깊이를설명한그림으로 B를최소 PD만큼움직

이면 A,B가더이상충돌하지않는것을알수있다.

침투깊이는다양한분야에활용된다.예를들면동역학시뮬레
이션,패널티기반햅틱렌더링등에서충돌이발생했을때충돌
반응힘의위치와크기를계산하는데침투깊이가사용될수있다.
또한 로봇 운동계획법 (robot motion planning)에서 로봇과 주위
환경과의 충돌을 회피하도록 로봇의 경로를 계획하고 수정하는

데도침투깊이가이용된다.

민코우스키합 (Minkowski sum)을이용하여침투깊이를구할
수있다는것은기존의연구에서이미잘알려져있다. A, B 사이
의민코우스키합M은아래식과같이정의된다 [2, 3].

A⊕ B = {a+ b | a ∈ A,b ∈ B} (2)

A⊕−B = {a− b | a ∈ A,b ∈ B} (3)

만약두물체가중첩돼있다면,두물체사이의침투깊이는식 (4)
와 같이 원점 o으로부터 민코우스키 합의 경계 ∂M까지의 최소
거리가된다 [1] (Fig. 1(b)).

PD(A,B) = {min �q− o� | q ∈ ∂(A⊕−B)} (4)

즉, 침투깊이를 구하기 위해서는 두 물체의 민코우스키 합을 구
해야한다.

그러나m, n개의면 (facet)으로이루어진일반적인 3차원다면
체모델의민코우스키합을생성하는문제의복잡도는 O(m3n3)

으로 민코우스키 합을 실시간 생성하는 것은 거의 불가능하다

[4]. 이러한 한계를 극복하기 위해서 정확한 침투깊이를 구하기
보다는근사치를구하는연구가많이이루어졌지만실시간응용

프로그램에사용되기에는느리거나 [5, 6],계산된침투깊이가두
물체의충돌을해결하지못한경우도있다 [7]. Je et al. [8]은민코

우스키합을직접적으로생성하는대신민코우스키합에투사된

결과만을 이용하여 유사 침투깊이를 실시간으로 빠르게 계산하

는 방법을 제안하였다. 이와는 대조적으로 최근 Lee et al. [9]은
부분민코우스키합을명시적으로빠르게생성하고갱신하여침

투깊이를계산하였다.

본 논문에서는 3차원 강체간의 침투깊이를 민코우스키 합의
명시적 (PDe),암시적 (PDi)생성을시용하여계산하는방법을
제시한다. 두 알고리즘이 다루고 있는 다면체 강체는 임의의 형
태를가지고있고위상적으로아무런제한이없다.두알고리즘은
우선 침투깊이를 물체의 중심 차 (centroid difference)와 운동 일
관성 (motion coherence)방법을이용하여예측한다. PDe는민코

우스키 합 전체를 명시적으로 생성하여 시간을 낭비하기보다는

예측된침투깊이근처에만국소적으로부분민코우스키합을생

성및갱신하여침투깊이를계산한다.반면에 PDi는부분민코우

스키합조차생성하지않고예측된침투깊이근처의민코우스키

합을 구성하는 지역에 접평면만을 반복적으로 생성하여 빠르게

침투깊이를구한다.두알고리즘모두국소적최적화값을구하고
그결과는두물체의비중첩을보장한다.본연구의실험결과수
천개의 삼각형으로 이루어진 일반다각형 모델간의 침투깊이를

수십밀리초 (millisecond)안에계산하는것을입증하였다.

2. 기존연구

이장에서는침투깊이계산과민코우스키합생성에관련된연구

에대하여간단하게살펴보겠다.

2.1 침투깊이계산알고리즘

침투깊이는민코우스키합을이용하여구할수있다고알려져있

다. 3차원에서 m과 n개의 면으로 이루어진 다면체 강체 모델간

의민코우스키합을계산할경우,모델이볼록한(convex)경우와
그렇지 않을 경우 각각 시간 복잡도가 O(mn), O(m3n3)이 된

다. 볼록한 모델의 경우 시간복잡도가 높지 않기 때문에 정확한
침투깊이를 구하는 알고리즘이 존재한다 [1, 10]. 반면에 오목한
(concave) 모델의 경우 계산의 복잡성 때문에 대부분의 연구가
침투깊이의근사치를구한다.그러나이또한실시간응용프로그
램에적용하기에는부적합하다 [11, 5].대표적으로 Je et al. [8]가
민코우스키합을직접생성하지않고반복적인사상기법을이용

하여침투깊이를실시간으로계산하는알고리즘을제안했다.

두물체간의침투양을측정하는방법에는침투깊이외에다양

한방법이존재한다.예를들면평행이동뿐만아니라회전까지고
려한최소이동거리를계산하는일반적인침투깊이 (generalized
penetration depth)가 있다 [12]. 일반적인 침투깊이의 경우 시간
복잡도가 O(m6n6)으로 굉장히 풀기 어려운 문제로 알려져 있

다 [13]. Tang and Kim [14]이암시적으로민코우스키합을반복
생성하여 관절체간의 근사된 일반적인 침투깊이를 실시간으로

구하는알고리즘을발표하였다.침투깊이를특징상태만고려하
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(a) Penetration depth (b) Minkowski sums

Figure 1: Penetration depth and Minkowski sum. (a) The red arrow
represents penetration depth between A (blue) and B (green). (b)
The penetration depth is the minimum distance from the origin o
(the black circle) to the boundary of the Minkowski sum (orange).

된다. 3차원에서주어진두강체A, B에대하여두물체가겹쳐져
있을때침투깊이는아래식과같이나타낼수있다 [1].

PD(A,B) = {min �q�|A ∩ interior(B + q) = ∅,q ∈ R3} (1)

Fig. 1(a)는침투깊이를설명한그림으로 B를최소 PD만큼움직

이면 A,B가더이상충돌하지않는것을알수있다.

침투깊이는다양한분야에활용된다.예를들면동역학시뮬레
이션,패널티기반햅틱렌더링등에서충돌이발생했을때충돌
반응힘의위치와크기를계산하는데침투깊이가사용될수있다.
또한 로봇 운동계획법 (robot motion planning)에서 로봇과 주위
환경과의 충돌을 회피하도록 로봇의 경로를 계획하고 수정하는

데도침투깊이가이용된다.

민코우스키합 (Minkowski sum)을이용하여침투깊이를구할
수있다는것은기존의연구에서이미잘알려져있다. A, B 사이
의민코우스키합M은아래식과같이정의된다 [2, 3].

A⊕ B = {a+ b | a ∈ A,b ∈ B} (2)

A⊕−B = {a− b | a ∈ A,b ∈ B} (3)

만약두물체가중첩돼있다면,두물체사이의침투깊이는식 (4)
와 같이 원점 o으로부터 민코우스키 합의 경계 ∂M까지의 최소
거리가된다 [1] (Fig. 1(b)).

PD(A,B) = {min �q− o� | q ∈ ∂(A⊕−B)} (4)

즉, 침투깊이를 구하기 위해서는 두 물체의 민코우스키 합을 구
해야한다.

그러나m, n개의면 (facet)으로이루어진일반적인 3차원다면
체모델의민코우스키합을생성하는문제의복잡도는 O(m3n3)

으로 민코우스키 합을 실시간 생성하는 것은 거의 불가능하다

[4]. 이러한 한계를 극복하기 위해서 정확한 침투깊이를 구하기
보다는근사치를구하는연구가많이이루어졌지만실시간응용

프로그램에사용되기에는느리거나 [5, 6],계산된침투깊이가두
물체의충돌을해결하지못한경우도있다 [7]. Je et al. [8]은민코

우스키합을직접적으로생성하는대신민코우스키합에투사된

결과만을 이용하여 유사 침투깊이를 실시간으로 빠르게 계산하

는 방법을 제안하였다. 이와는 대조적으로 최근 Lee et al. [9]은
부분민코우스키합을명시적으로빠르게생성하고갱신하여침

투깊이를계산하였다.

본 논문에서는 3차원 강체간의 침투깊이를 민코우스키 합의
명시적 (PDe),암시적 (PDi)생성을시용하여계산하는방법을
제시한다. 두 알고리즘이 다루고 있는 다면체 강체는 임의의 형
태를가지고있고위상적으로아무런제한이없다.두알고리즘은
우선 침투깊이를 물체의 중심 차 (centroid difference)와 운동 일
관성 (motion coherence)방법을이용하여예측한다. PDe는민코

우스키 합 전체를 명시적으로 생성하여 시간을 낭비하기보다는

예측된침투깊이근처에만국소적으로부분민코우스키합을생

성및갱신하여침투깊이를계산한다.반면에 PDi는부분민코우

스키합조차생성하지않고예측된침투깊이근처의민코우스키

합을 구성하는 지역에 접평면만을 반복적으로 생성하여 빠르게

침투깊이를구한다.두알고리즘모두국소적최적화값을구하고
그결과는두물체의비중첩을보장한다.본연구의실험결과수
천개의 삼각형으로 이루어진 일반다각형 모델간의 침투깊이를

수십밀리초 (millisecond)안에계산하는것을입증하였다.

2. 기존연구

이장에서는침투깊이계산과민코우스키합생성에관련된연구

에대하여간단하게살펴보겠다.

2.1 침투깊이계산알고리즘

침투깊이는민코우스키합을이용하여구할수있다고알려져있

다. 3차원에서 m과 n개의 면으로 이루어진 다면체 강체 모델간

의민코우스키합을계산할경우,모델이볼록한(convex)경우와
그렇지 않을 경우 각각 시간 복잡도가 O(mn), O(m3n3)이 된

다. 볼록한 모델의 경우 시간복잡도가 높지 않기 때문에 정확한
침투깊이를 구하는 알고리즘이 존재한다 [1, 10]. 반면에 오목한
(concave) 모델의 경우 계산의 복잡성 때문에 대부분의 연구가
침투깊이의근사치를구한다.그러나이또한실시간응용프로그
램에적용하기에는부적합하다 [11, 5].대표적으로 Je et al. [8]가
민코우스키합을직접생성하지않고반복적인사상기법을이용

하여침투깊이를실시간으로계산하는알고리즘을제안했다.

두물체간의침투양을측정하는방법에는침투깊이외에다양

한방법이존재한다.예를들면평행이동뿐만아니라회전까지고
려한최소이동거리를계산하는일반적인침투깊이 (generalized
penetration depth)가 있다 [12]. 일반적인 침투깊이의 경우 시간
복잡도가 O(m6n6)으로 굉장히 풀기 어려운 문제로 알려져 있

다 [13]. Tang and Kim [14]이암시적으로민코우스키합을반복
생성하여 관절체간의 근사된 일반적인 침투깊이를 실시간으로

구하는알고리즘을발표하였다.침투깊이를특징상태만고려하

지않고물체가움직임에따라자연스럽게변하는연속침투깊이

(continuous penetration depth) 또한 침투 양을 측정하는 방법 중
하나이다. 연속 침투깊이를 이용할 경우 페널티 기반 동역학에
서연속적인페널티힘을생성하여보다안정적인시뮬레이션이

가능하다. 최근 Lee et al. [9]은 퐁 투사 (Phong projection)를 이
용하여 일반적인 다면체 모델간의 연속 침투깊이를 실시간으로

계산하는 방법을 제안하였다. 그 외 볼륨 교집합을 이용하는 방
법 [15]등침투양을정의하는다양한방법이존재한다.

2.2 민코우스키합생성알고리즘

민코우스키 합 생성에는 크게 분할 정복 (divide and conquer) 방
법과콘볼루션 (convolution)을이용한방법이있다.분할정복방
법은 볼록한 모델간의 민코우스키 합을 빠르게 생성할 수 있다

는사실을기반으로모델을볼록한조각으로쪼갠후,이들간의
민코우스키 합을 구한 후 다시 합친다. 이 방법은 운동 계획법
(motion planning)에서로봇과장애물이충돌되는지역을찾기위
해처음고안된방법으로 [16]간단해보여도실제로복잡한모델
에 대해서 구현하는데는 큰 어려움이 따른다. 예를 들어 물체를
단순히 볼록하게 쪼개면 되는 것이 아니라 쪼개고 난 후에도 2-
매니폴드 (2-manifold)성질을유지해야한다 [17].민코우스키합
을 합치는 과정 또한 어렵긴 마찬가지이다. 복잡한 물체의 경우
수천에서백만개이상의민코우스키합을합쳐야하는데아무리

민코우스키합을빠르게합치는알고리즘이있다고해도이렇게

많은수의민코우스키합을다루기에는역부족이다 [11, 18].

3차원 물체간의 콘볼루션은 물체들의 프리미티브간의 조합
으로 생성된 면 집합으로 [19] 민코우스키 합의 초집합 (su-
perpset)으로 잘 알려져 있다 [20]. 콘볼루션을 이용하여 민코우
스키 합의 경계면을 생성하기 위해서는 콘볼루션에서 민코우스

키 합의 경계면에 포함되지 않는 프리미티브를 제거해야 한다.
Wein [21]은콘볼루션의선분의 arrangement를계산한후주회횟
수 (winding number)를이용하여불필요한프리미티브를삭제하
였고 Lien [22]는 주회 횟수를 이용하는 대신 2차원 arrangement
와충돌검사를이용하여빠르게민코우스키합의경계를생성하

였다.그러나두방법모두실시간응용프로그램에적용하기에는
계산시간이오래걸린다.

민코우스키합의경계를점집합으로표현하는연구또한과거

에진행돼왔다.민코우스키합을점집합으로표현할경우경계면
을표현하는메쉬를따로생성할필요가없고병렬적으로계산할

수있다는잠정이있다. Lien [23]는두물체의표면에있는점들
간의민코우스키합을계산하고그중민코우스키합의경계있는

점만을걸러낸다. Pan et al. [24]는 SVM (support vector machine)
기법을 이용하여 민코우스키 합의 경계에 있는 점들을 빠르게

생성하였다. 그러나 점 집합으로 민코우스키 합을 생성할 경우
점이 불필요하게 많거나 혹은 적게 생성될 수 있고 민코우스키

합의변화가급격한부분을정확하게표현하기어렵다는단점이

있다.

3. 명시적 민코우스키 합을 이용한 침투깊
이계산

정확한 침투깊이를 계산하기 위해서는 두 물체간의 민코우스키

합 전체를 생성해야 한다. 그러나 이는 많은 시간이 소요되므로
실시간 응용 프로그램에는 적합하지 않다. 이 장에서는 [9]에서
제시된 실시간 부분 민코우스키 합 생성 및 갱신 방법을 응용하

여국소적으로최적화된침투깊이를계산하는방법 (PDe)을소
개한다.

3.1 알고리즘개관

PDe는 침투깊이의 위치를 예측하고, 이를 중심으로 구 S를 설

정한 후, 그 안에 포함되는 부분 민코우스키 합 경계 ∂M(S)를

생성한다.더욱자세한내용은아래와같다.

1. 침투깊이 예측: 두 물체 중심의 차이 (centroid difference)의
방향으로 두 물체를 분리시킬 수 있는 거리 q0을 계산한다.
만약 운동 일관성 (motion coherence)을 이용할 수 있는 환
경이고, 그 결과가 중심의 차이를 이용한 결과보다 원점과
가깝다면운동일관성의결과를이용한다.이는물체가연속
적으로움직일경우침투깊이또한연속적으로변할가능성

이크고새로이민코우스키합을생성하는것보다갱신하는

것이빠르기때문이다 (Fig. 2(a)).

2. 탐색지역설정: qi을중심으로하고적절한반지름을가지는

구 Si를생성한다 (Fig. 2(b)).

3. 부분 민코우스키 합 생성: Si 안에 포함되는 부분의 민코우

스키합의경계 ∂M(Si)를생성혹은갱신한다 (Fig. 2(c)).

4. 침투깊이 탐색: 부분 민코우스키 합 경계에서 원점과 가장
가까운점 qi+1를찾는다 (Fig. 2(d)).

(a) qi와새로찾은 qi+1의원점까지의거리가크게차이가

안날경우 �qi+1 − o�를침투깊이로반환하고알고리
즘을종료한다.

(b) 그렇지 않을 경우 qi+1 근처에 더 좋은 침투깊이 결과

가있을수있으므로 Si+1의원점을 qi+1로해서정하

고단계 2로간다.

5. 단계 2-4를반복하여최적의침투깊이를구한다.

3.2 탐색지역설정

Si의 반지름 r을 어떻게 설정하느냐에 따라 침투거리 알고리즘

의 계산 성능과 결과에 큰 영향을 미친다. r이 너무 작으면 최적
의 침투깊이를 구하기 힘들고 ∂M(S)를 자주 생성하거나 갱신

해야한다.반대로 r이너무크면최적의침투깊이를구하기위한

∂M(S)의 생성 횟수는 줄어들지만 ∂M(S) 하나를 생성하거나
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(a) Initialization (b) Search region (c) Local Minkowski sums (d) PD search

Figure 2: The gray hexagon is the entire boundary of the Minkowski sum ∂M between A and B. The black circle shows the origin o.
(a) We compute a candidate solution q (the blue circle). (b) A ball S around q is defined. (c) The local Minkowski sum (the orange
lines) in S is constructed. (d) We compute the minimum distance from o to the local Minkowki sum and return it as penetration depth
(the red arrow).

갱신하는데 시간이 오래 걸린다. 따라서 적절한 범위의 탐색지
역을 설정하는 것이 중요하다. 본 연구에서는 r을 특정 상수로

지정하기보다는 시뮬레이션 환경에 따라 유연하게 설정하여 빠

르게 침투깊이를 구하도록 하였다. 탐색 범위를 정하는 데는 A,
B의반지름과그에포함된삼각형의개수를이용하였다.

우선가장처음만들어지는구 S0의반지름 r0는다음식과같

이정의된다.
r0 = (rA + rB)α (5)

이때, rA, rB는각각물체 A, B의반지름즉물체의중심으로부
터가장먼정점까지의거리를나타낸다. α는 0과 1사이의상수로
0에가까울수록국소최적화된침투깊이가계산되고 1에가까울
수록 전역 침투깊이를 구할 수 있다. r0는 기본이 되는 반지름으
로 Si 안에 민코우스키 합을 구성하는 면이 하나도 없다면 r0의

일정비율만큼 r를늘려다시부분민코우스키합을구한다.

r을 무한정 계속 증가시키면 민코우스키 합을 갱신하는데 오

랜 시간이 소요되므로 r을 적절히 감소시키는 과정이 필요하다.
그러나빠른계산을위해서 r을너무줄이면부분민코우스키합

을 구성하는 면의 수가 적어 계산된 침투깊이의 신뢰성을 떨어

트린다. 본 연구에서는 아래와 같이 기본이 되는 면의 수 n0를

정의하였다.
n0 = (nA + nB)α (6)

nA, nB는 각각 A, B를 구성하는 면의 개수를 나타내고 α는 식

(5)에서사용된값을그대로이용한다. ∂M(Si)을구성하는면의

개수가 n0보다크다면식 (7)과같이 r의크기를줄였다.

r = r
n0

n∂M(Si)
(7)

식 (7)에서 n∂M(Si)는 ∂M(Si)을구성하는면의개수이다.

3.3 민코우스키합생성및갱신

지금까지 부분 민코우스키 합을 이용하여 침투깊이를 계산하는

방법에대하여알아보았다.앞으로부분민코우스키합을생성하

고갱신하는방법에대하여알아보겠다.
∂M(Si) = ∂(A⊕−B)∩ Si는 A와 B의구계층구조 (volume

sphere hierarchy)를 이용하여 빠르게 생성할 수 있다. 각 물체의
구 계층구조 안에 있는 구 SA와 SB의 민코우스키 합과 Si가 충

돌하면 SA와 SB의자식구의민코우스키합과 Si의충돌검사를

계속해 나간다. 만약 SA와 SB의 민코우스키 합과 Si가 충돌하

지 않는다면 자식 구들간의 민코우스키 합 또한 Si와 충돌하지

않으므로자식구에대한탐색을중지하여불필요한계층구탐색

을피할수있다.구끼리의민코우스키합또한구이므로 Si와의

충돌검사를빠르게할수있다.
물체가연속적으로회전함에따라민코우스키합또한연속적

으로 변한다. 앞으로 볼록 사상 (convex map)을 이용해서 회전
후 민코우스키 합의 변화된 곳만을 탐지하고 갱신하는 방법에

대하여 설명하겠다. 3차원 물체간의 민코우스키 합은 두 모델의
면과점 (facet-vertex),선과선 (edge-edge)의조합 (combination)
으로이루어진다.볼록한물체간의민코우스키합은가우스사상
(Gauss map)을 이용하여 손쉽게 구할 수 있다. 두 물체의 가우
스 사상이 겹치는 부분이 바로 민코우스키 합의 점과 면, 선과
선조합이되기때문이다.따라서물체의회전후가우스사상의
변화된모양을통해서이전민코우스키합과의차이점을쉽게알

아내어 민코우스키 합을 빠르게 갱신할 수 있다. 그러나 오목한
물체의경우가우스사상을직접이용하여민코우스키합을구할

수가없다.본논문에서는가우스사상을볼록사상으로변환하여
민코우스키합의초집합인콘볼루션을생성하고이를통해민코

우스키합을빠르게갱신한다.
물체 A의 가우스 사상 G(A)는 Fig. 3(b)와 같이 A를 단위 구

에사상함으로써형성된다.면 f ∈ A의가우스사상 G(f)는 f의

법선벡터 nf 방향의 점이 되고, 선 e ∈ A는 e와 이웃하는 두 면

f1과 f2의 가우스 사상을 구 위에서 연결하는 측지선 (geodesic)
으로표현된다 G(e) = (G(f1), G(f2)).그러나두점을연결하는
측지선은일반적으로 π보다큰선과 π보다작은선으로나뉜다.
f1와 f2의 각이 예각일 경우 π보다 짧은 선을 선택하고 그 반대

의경우 π보다긴선을선택한다. Fig. 3(b)에서 f1과 f2가오목하

므로 가우스 사상에서 둘을 연결하는 선이 π보다 큰 것을 볼 수
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